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L'Equation de Pell v 2 - (ka  2 + b2)w 2 = - k 
par les Id6aux des Corps Quadratiques Q (~ka 2 q- b 2) 
Lionel Bapoungu6 
Universit6 de Yaound6 1, Ecole Norrnale Sup6rieure, D6partement de Math6matiques, 
B.E 47, Yaound6, Cameroun 
R6sum6. Soit k e {2, 3, 7, 1 I, 19, 43, 67, 163}. Si a et b sont des entiers positifs, soient L = Q (k~a 2 + b 2 ) 
un corps quadratique r6el et OL son ordre maximal. On note Ojun ordre de conducteurf de L. Nous donnons,/~ 
l'aide des id6aux de Or, une description des solutions de I'6quation de Pell v 2 - (ka 2 + b2)w 2 = - k. 
Abstract. Let k e {2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163} be. l f  a and b are positive integers, let L = Q ( u~ + b 2 ) 
be a real quadratic f ie ld and let OL be its maximal order. We denote O/ an order o f  index f in  L. We give, by 
using the idea& of  Of, a description o f  the solutions o f  Pell's equation v2 - (ka 2 + b2)w 2= - k. 
1- Introduction. Pour k entier > 2 tel que le corps quadratique imaginaire Q (af2-k) soit de 
nombre de classe 1, c'est-/t-dire pour k 616ment de 
K = {2, 3, 7, 11, 19, 43, 67, 163} 
nous avons reli6 dans [1], [2] et [3] l'6quation diophantienne 
(E~) ax  2 + 2bxy  - kay  2 = + 1 
o~ a et b sont des entiers positifs,/t l'6quation de Pe l l  
(Fk) v 2 - ~w 2 = - k 
o~1 6 = ka  2 + b 2 est le discriminant de la forme quadratique ax 2 + 2bxy - kay  2, et dont la 
recherche des solutions n'a pas 6t6 61ucid6e. 
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I1 convient donc, naturellement, dedonner une suite mdthodologique d [2] et [3], qui 
consiste gd6crire les solutions enti6res de (Fk): c'est l'objet de notre travail. 
On remarque ainsi facilement que si a = 1, (Fk) a, conformdment ~  la proposition 1 de 
[2], tree solution 6vidente (v, w) = (b, 1). On peut donc, dans toute la suite supposer que 
a > 1, et, bien stir (cf [1] , [2] et [3]) que pgcd(a, 2b) = 1 sinon (F~) n'est pas r6soluble 
puisque k est premier. De plus il n'y a aucune perte de g6n6ralit6 gt supposer a, b _> 0. 
Cela 6rant, au §2, nous montrons que si 6 = ka 2 + b 2 est un carr6 dans Z, alors (Fk) 
n'a pas de solution dans Z (Th6or6me 1). Lorsque 8 n'est pas un carr6 dans Z, nous 6tudions 
au §3 les congruences de base ainsi que l'ordre Of de conducteurfassoci6/t (Fk) (Th6or6me 2). 
Cette 6tude nous permet d'examiner au §4 les id6aux entiers de Of de norme k (Proposition 1), 
la discussion utilisant les deux r6sultats uivants prouv6s respectivement darts [5] et [6] : 
Proposition O. Soit 0 un ordre du corps quadratique L de discriminant D. Les modules A 
associds 3 O, inclus clans 0 et de norme m >- 1 sont exactement fournis par les quadruplets 
(s, u, v, w) ~ N 2 x Z 2 tels que : 
A = us (Z+Z@) 
v 2 - 4uw = D 
-u<_y<u 
pgcd(u, v, w) = 1 
m = us 2 
le quadruplet (s, u, v, w) correspondant it A. 
Proposition 0'. Soient L un corps quadratique, OL son anneau des entiers et 0 un ordre de 
conducteur f de L. Soient Jf l'ensembIe des O- iddaux de OL premiers avec fO  et JL(]) 
l 'ensemble des iddaux de OLpremiers avecfOL. Alors l'application 
est un isomorphisme. 
Ensuite, ~t l'aide de ces Of- id6aux nous 6nongons au §5 un crit6re de r6solubilit6 pour 
(Fk) (Th6or6me 3). Au §6 nous parlons des classes de solutions de (Fk). Nous donnons au §7 
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l'ensemble complet de ses solutions (Proposition 2). En conclusion, deux exemples numd- 
riques achbvent le texte au §8. 
2- Le  eas a > 1 et fi earr~ dans  Z. Montrons dans ce § que si fi est un carr6 dans Z, alors (Fk) 
n'est pas r6soluble. 
Th~or~me 1. Soit k ~ K. Si a > l, b > 0 sont  des entiers avec pgcd(a,  2b) = 1 et si 
(~ = ka 2 + b 2 est un carrd dans Z, alors l '~quation de Pel l  (Fk) n 'a pas  de solut ion dans Z. 
Preuve. I1 est clair que si (v, w) ~ Z 2 est une solution de (Fk), (-v, -w) l'est aussi. On peut 
donc supposer v, w > 0. Posons 
6 =dZ, d~ N, de:0.  
Alors (Fk) peut encore s'6crire 
(v - dw)(v  +dw) = - k ; 
mais k est premier, donc il divise v + dw ; pr6cis6ment : 
Premier cas : on a le  syst6me 
Iv+dw =+l  
(2.1) Iv - dw = +k 
Le syst6me (2.1) entra~ne v + dw = + 1 ; ceci est impossible car a > 3 donc 
d 2 = ka 2 + b 2 >_ 9k > 9 
et d >_ 3, d'ofi v + dw _> 3 (sauf si w = 0 auquel cas v 2 = -k  est impossible). 
Second cas : on a le syst~me 
254 L. Bapoungu6 
v+dw=+k 
(2.2) 
v - dw = +_l 
Le syst6me (2.2) entraine v + dw = k done v - dw = -1  ; alors 
k -1  k+l  
(2.3) v=--g-, dw=-- U
Les relations (2.3) imposent  k ;e 2 (done k _> 3) et 
d 2 = ka 2 + [?2 > ka 2 >__ 9k : 
k+l  
3~]-k _< d et d divise T imposent  f inalement 
en particulier 
k +____~1 34; _<d _< 
2 
k+l  
2 
n 'es t  possib le que si k >-- 34 ; il n 'y  a donc que trois valeurs possibles pour k : 
k = 43 : pour ce cas, 3-~-3 = 19,67 done 20 < d< 22 et d122 d'ofi  d = 22 ; 
222 = 43a 2 + b 2 : a = 3 donne b 2 = 97 impossible, a >-- 5 exclu ; 
k = 67 : ici 346-ff = 24,56 done 25 _< d _< 34 et d]34 d'of i  d = 34 ; 
342 = 1156 = 67a 2 + b 2 : a = 3 donne b 2 = 553 impossible, a > 5 exclu ; 
k = 163 : iei enf in 3 -~ = 38,30 done 39 -< d< 82 et d182 d 'o~ d = 41 ou 82 ; 
*d  = 41 : 412 = 1681 = 163a2+ b 2 : a = 3 donne b 2 = 214 impossible, a > 5 exclu ; 
*d  = 82 : 822 = 6724 = 163a2+ b 2 : a = 3 donne b 2 = 5257 impossible, 
a = 5 donne b 2 = 2649 impossible, a -> 7 exc lu . ,  
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Remarque 1. D'apr~s le thdorbme 2 de [2], le thdor~me ci-dessus entra~ne le thdorkme 1 de 
[21. 
Dans toute la suite de notre travail, nous supposerons donc ~ non cart6 dans Z. 
3- Congruences de base et ordre associ6 ~ (Fk). On suppose toujours pgcd(a,  2b) = 1, 
a > 3, b > 0, ~ non carr6 dans Z : 
S = ka 2 + b 2 = g2d 
off g -> 1 et d sans facteur carrd sont des entiers. On 6crit alors 
L = Q(~)  = Q(a/-g) 
et son discriminant sera not6 DL : Les t  un corps quadratique r6el, OL son ordre maximal. 
L'6quation (Fk) a aussi pour discriminant 
D = 46 = 4g2d. 
a) Congruences de base. I1 s'agit ici de savoir la classe de d modulo 4. 
On a a 2 - l(mod 4) donc fi -- k + b 2. 
* Si b est pair, 6 -  k donc si / k = 2, 5 - 2 ~ g impair et d -- 2(rood 4) ; 
L k;e2, ~-=3~gimpa i r  etd --3(rood 4). 
* Si best impair, 8 - k +1 donc si I k = 2, ~ - 3 ~ g impair et d - 3(mod 4) ; 
L k ~ 2, ~ --- 0 ~ g pair et d - 1,2 ou 3(mod 4) ; de plus si 
k ~: 7 on a 5 -= 3(rood 8) d' off ~ - 4(rood 8) ~ g = 2g', 
g' impair et alors d -= 1 ou 3 (rood 4). 
On note que pour b impair et k = 7 on peut trouver d -  1, 2 ou 3 (mod 4). 
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Exemples:a =3, b = l l~d=46-2(mod4) ;  
a =3, b =23~d=37=l (mod4) ;  
a =3, b =25~d=43-3(mod4) .  
b) Ordre assoei6 ~ (Fk). On recherche ici l'ordre Ofassoci4 au discriminant D de (Fk). On a 
D = 4a = 4g2d =f2D L 
avee :
* s id n'est pas congru ~t l(mod 4), DL = 4d done D = g2D L : f=  g ; de plus dans ce 
casfest impair (cf congruences de base) ; alors 
et 
 :z+z4g; 
*si d -  l(mod 4), DL = ddonc D = (2g)2DL : f=  2g ; de plus ici best impair ; k• 2, g 
est pair (of congruences de base)doncfest multiple de 4 (et si k e 7, fn 'est  pas multiple de 
8), dans ce cas : 
et 
Ainsi dans tousles cas 
On peut donc 6noncer : 
l+a/d (D- 
2 
- ~ ,  f co=g+g~fd=g+ -~ 
Of = Z + Z~-8. 
Of = Z + Z ' f~ avec f= g ou 2g. 
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Th~or~me 2. Soit k ~ If. Si a > 3, b > 0 sont des entiers, avec pgcd(a, 2b) = 1 et si 
S = kay + b 2 est non carrd clans 74 alors l'ordre Of de conducteurfassocid h l'~quation de 
Pell (Fk) de discriminant D = 4ge d, g > 1, d sans facteur carrd, est • 
avec 
Of =z+z4g 
I2g, si d = l(mod 4), 
f=  L g, sinon. 
4- Id6aux entiers de Of de norme k. A l'aide du § ci-dessus, nous examinons dans cette 
partie, les id6aux entiers de 0 i de norme k par la proposition suivante : 
Proposition 1. Avec Ies notations du paragraphe 3, Of contient "
i) un seul iddal As, si fi ~ kZ ,  
ii) deux iddaux conjuguds Ai, sinon, 
de norme k donnds par .' 
(4.1) A, = k(Z + Zai), ai - - - ,  i =1,2. 
k 
Preuve. Avec la proposition O, la relation "m = us e"  donne 
comme k est premier, il impose 
ensuite on a 
Iml = k = use; 
s= l ,u=k;  
D=v 2 -4kw=4~,  -k< v <k ,  pgcd(k, v, w)= l, 
donc vest  pair : v = 2v' et alors 
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v '2 - kw = ~5 , - k/2 <_ v' < k/2 , pgcd(k ,  2v' ,  w) = 1. 
Cela fournit les Of- iddaux entiers 
(4.2) Ai = k(Z + Zai), avec ai = ( -v  + .x/-D )/2k, i = 1, 2 
de norme k. 
D'autre part, soient :
~ _ -2b  + ~fD ,132 - _2~.~,j,.,,Bit,_.lE =k(Z+Z~J i ) , i= l ,2 .  
2k Z,K  
Le polyn6me 
P(t  ) = kt 2 + 2bt -  a 2 e Z[t  ] 
est irr6ductible car son discriminant 
A =4b 2+4ka 2=45 
n'est pas un carr6 dans Z et quepgcd(k ,  2b, a) = 1 (on suppose toujours pgcd(a,  2b) = 1) ; il 
s'ensuit que Pest  le polyn6me minimal de f l let  f12, cela foumit l 'anneau de stabilisateurs de Bl 
et B2 : 
OB~ = 082 = Z+ Zk[31 = Z+Z -2b+~ _ Z + Z( -b  + ~/-8) = Z+Z~ = Of. 
2 
De plus B1 et B 2 sont inclus darts Of car 
et 
B, = k(z  + z13,) = kZ + Z(-b_+ 4g)  = kZ + Z4g 
N(B~) = N(Bz) = k2N(Z + Zfli) = k2.k q = k. 
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On voit done que les B~ sont exaetement les At de (4. 2). 
EnsuRe l'applieation 7r: .If--~ JL(J)6tant un isomorphisme (c f  proposition 0'), 
pr6eisons maintenant lenombre de ces At selon que ~ ~ kZ ou non. 
i) Si 8 ~ kZ,  on a 2 cas : k=2etk~2.  
* Pour k = 2, on a d non congru/t l(mod 4) et DL = 4d done 2 est rarnifi6 dans L ; 
alors g est impair e t f  = g (c f  congruences de base), done 2 est premier avee f ;  il y a done un 
seul id6al de Oc de norme 2 (car 2 est ramifi6 dans L), et comme l'application z~: Jf ~ JL(/) est 
un isomorphisme, il y a aussi un seul Of-  id6al 
inclus dans Of de norme 2. 
* Pour k ~ 2, on a 
(4.3) 
A 1 = A 2 = 2(Z+ Z-~- - )  
=gZde kZ~ g~ kZ 
(sinon g2 ~ kZZ done fi = ka 2 + b 2 E k2Z done b E ~ k2Z et ka z ~ kzZ done a ~ kZ: impossible 
carpgcd(a,  b) = 1). 
L'implieation (4.3) entraine que k est premier avecf;  il y a done un seul id6al de OL 
de norme k (car k est ramifi6 dans L), et comme l'applieation ~: Jf ~ Jr(J) est un 
isomorphisme, il y a aussi un seul Of-  id6al 
AI = A2 = k (Z  + Z-~ ' . ' .~)  
inclus dans Of de norme k. 
ii) Si 8 ~ kZ alorsf~ kZ et DL ~ kZ; alors on ale symbole de Legendre 
ear 
DL 8 
= ka 2 + b 2 - b 2 (mod k). 
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I1 y a donc deux iddaux conjuguds de OL de norme k et comme l'application a::Jf--+ JLQ3 est 
un isomorphisme, il y a aussi deux Of-  id6aux conjugu6s inclus dans Of et de norme k 
correspondant ~ (4.1). ~, 
5- Un crit&re de r6solubilit6 pour (Fk). Dans cette partie nous allons considdrer les id6aux 
A1 et A2 de la proposition 1. Enongons alors le tMor6me suivant : 
Th~or~me 3. Soit k ~ K. Si a >_ 3, b > 0 sont des entiers avec pgcd(a, 21)) = 1 et si 
= ka 2 + b e est non carrd dans 7_, alors (Fk) est rdsoluble si et seulement si ~ et 
ont m~me ddveloppement enfraction continue & partir d'un certain rang. 
k 
Preuve. Soit 
avec(cf§3) 
donc 
D'autre part, on a : 
avec 
M=Z+Z~ 
M=O~. 
M -1 =M=O~ = Z + Z# 
~z = c~=@=4g.  
Ensuite, on salt (cf[5]) que la forme quadratique binaire v 2 - (ka 2 + b2)w 2 reprdsente 
- k si et seulement si, A1 et A2 sont semblables (au sens large)/t M-l; mais comme A2 = &o (off 
Aft est le conjugu6 AI dans Oj) et M -1 = (M<) ° est son propre conjugu6, on voit que si dl  est 
semblable/~ M -1, A2 l'est aussi. I1 suffit donc de considdrer A1. 
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Ainsi ~ et ~k  ~'5 6tant strictement positifs, A] et M -1 sont semblables i, et 
seulement si (cf[6]) cq et # ont le m~me cycle de r6duits : la classe large de Al est repr6sent6e 
par le d6veloppement enfraction continue de cq - b + ~ et la classe stricte de similitude de 
k ' 
Os est la classe principale, repr6sent6e par le d6veloppement de-fco~. 
Donc A1 semblable ~ Ol 6quivaut /t al et - fo r  sont 6quivalents i.e. ont m~me 
d6veloppement enfraction continue/l partir d'un certain rang ; mais lorsque (cf§3,b) : 
d -  l(mod 4), f  = 2g et co - l+'~rd donc 
2 ' 
- f co°  =-g+ "~/~; 
dn'est pas congru/t l(mod 4), f= g et co = ~fd donc 
_ f wo : f ~/-d = r~ . 
Dans tousles cas, - fa r  et ~ sont 6quivalents, donc si et seulement si ~1 est 
6quivalent g ~/~. ,  
Remarque 2. t l  r~sulte de tout ceci que lorsque A1 n 'est pas  principal,  (Fk) n ' a pas  de solut ion 
clans Z. Ma is  lorsque A I est principal,  Ia simil itude est stricte et on pose  " 
donc 
AI  = )~lOJ, ~1 E Of 
A2 = ~0~,  Zl ~ 0~. 
6- Classes de solutions de (Fk) assoei~es ~ ,~l- On note YL l'unit6 fondamentale d  OL puis 
= 7~ celle de Oi off (cf[2] : preuve de la proposition 1) s est le plus petit entier > 1 tel que 
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~"~e Os : le signe de ?/n 'est  pas facile ~t deviner, mais on sait, en d6signant par N : L -o Q la 
norme usuelle de L, que lorsque :
d -  = 3(mod 4), N(}'L ) = 1 donc N(~y) = 1 : c'est le cas le plus fr6quent (cf congruences 
de bases) ;
d -  1 (mod 4) et d premier, alors N(~) = - 1: la parit6 de s ne semble pas alors facile/t 
trouver ; dans ce casfest  multiple de 4. 
Soit O~ le groupe des unit6s de Of. Posons 
U= {? ~ O; : N(~')= I}. 
On sait (cf[2] : preuve de la proposition 1) que 
On notera ~, =p + q '~ et 
(6.1) 
sa norme. 
U= {+~,",n e Z} 
{ 3'5, = ~' f, s iN(~ ' f )= l  
_y  f , _  2 s iN( 'g f )=- l .  
N(3/) =p2 _ N/2 = 1 
Lorsque ?= ),f, on regarde le signe de N(A1) = + k : 
si N(A1) = - k, on a la classe A1U de solutions, et (6ventuellement) 
)~ U (puisque N(7~) = N(21) = - k) ; 
si N(A1) = k, (Fk) n'a pas de solution. 
Lorsque ? = 3'}, (Fk) a des solutions :
si N(21) = - k, on a les  classes ~IU, et &g U; 
si N(&I) = k, on a les classes 2d?fl£, et ~ ~ ~,1 7y U. 
Dans toute la suite, on notera (cf[3] : notations du §2 ) LU, et )~ Ula classe, les 
classes de solutions de (Fk) et 
x=x+ y4g ~ of. 
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D~finition. )~portera le nom de solution de base de l'~quation de Pell (Fk). 
Notons aussi qu'on peut choisir entre ~ et A, °. 
7- Ensemble eomplet des solutions de (FD. Ce § et le pr6c6dem am61iorent la premiere 
partie du §2 de [3]. Ils en constituent done aussi, lorsqu'on consid&e la proposition 1, une 
extension. Donnons alors la famille des solutions de (Fk) par la : 
Proposition 2. Sous les conditions du th~or~me 3, soit (X, Y) la solution de base de (Fk ). Alors 
les deux classes de solutions (v, w) de (Fk) sont donn~es par la relation 
(7.1) 
off 
(~ w)= (±vn,_+w.) 
vn + w.~/-g := (X+ Y~-~)(p+q~/-g)" 
dans laquelle (p, q) est d~fini par (6.1) et nun entier > O. 
Preuve. Elle consiste ~ 6crire ~ en fonction de a (cf§3) : 
donc 
puis pour chaque G e U, d'6crire 
sous la forme 
ce qui foumit la solution 
g 
~G = (x+ r '4g)G 
;to =xc  - Yea, 
(v, w) = (Xc, ro). 
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Ainsi on a, 
donc 
de sorte que 
(6.1) ¢:* N(~) = y7 ~= 1, 
,~=yl 
alors la classe (stricte) ,~Uvaut 
)~U= {+(X+ Y~/-5)(p+q,/g)",n>O}. 
Chaque 616ment 
+_(X+ y.~7~)(p + q~),, 
s'~crit v, , -  w,,~-5 et foumit la solution (v,,, w,) ; comme 
~u = (zc0  ~ , 
on volt que les deux classes de solutions de (F~) sont donn6es par (7.1). ,t, 
8 - Exemples num6riques 
Exl. Si k = 2, a = 3 et b = 6, 6 = 2(3)2+62 = 54 est non cart6. L = Q (,J54"), f=  3. La 
proposition 1 montre que 03 contient un seui id6al A1 = 2( Z + Z ~-~- )  de norme 2. 
Les quotients complets uccessifs de 4~"  sont : 
~ ,4r~_7 ,  5.,]~--3 .~-g -6  4~- -6  4rff4"-3 5.¢(ff4"-7. 
5 ' 9 ' 2 ' 9 ' 5 ' 
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6+s4K 
ceux de ~ sont : 
2 
6+ 54~- -~-654~' -35~-74~_7,~r f~_3  ~/~-6  
2 ' 2 ' 9 ' 5 ' 5 ' 9 
On voit donc que -q~ et 
6+437 
ont meme ddveloppement enfraction continue 
it partir d'un certain rang, et le th6or6me 3 montre que l'6quation (F2) : v 2 - 54w 2 = -2  a des 
solutions enti6res. La solution de base est (X, 10 = (22, 3) ; y= 485 + 664"~,  N(y) = 1 ; (F2) 
a une seule classe de solutions (car k l 6) donn6e par 
v + w~/~ =+(22 + 3,qt'~)(485 + 66 ~ )n,n entier > 0. 
Ex2.  Si k = 11, a = 3 et b = 4, ~ =11(3) 2 + 42 = 115 est non carr6. L = Q (q]'] '~),f  = 1 et Ia 
4+ 141-  
proposition 1 montre que O1 contient deux id6aux conjuguds AI= 11(Z + Z l-----T--- ) et 
-4+4115 
A2= l l (Z+Z 11 .) de norme 11 (car k ne divise pas 6). 
Les quotients complets uccessifs de 1 -~ sont : 
14]-]'~,14]-~-10, 1~i5 -5  ~/ i -~-7  ~/ l i5 -4  ~f i~-5  141"~-5 4115-4  
15 ' 6 ' 11 ' 9 ' 10 ' 9 ' 
4115-7  1-qq'~-5 1417-10  
11 ' 6 ' 15  ' 
4+4115 
ceux de sont : 
11 
4+4] '~ 4115-7  4115-5  4115-10  1~-10 ,  14]~-5  14] -~-7  
11 ' 11 ' 6 ' 15 ' 10  ' 6 
On voit donc que 
4+14  
et 
11 
ont mame d6veloppement en fraction 
continue g partir d'un certain rang, et le th6or6me 3 montre que l'6quation (F l l )  : v 2 - -  115w 2 = 
-11 a des solutions enti6res. Comme solution de base, on a (X, 11) = (32, 3); 
7 = 1126 + 1054115, N(y) = +I et les deux classes de solutions ont donn6es par : 
v + w a/115 = _+( 32 + 31-~'~)(1126 + 1051-qq~) n, n entier > 0. 
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